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Άσκηση ∆E0: Μαθηµατική διατύπωση µοντέλου επίλυσης απλού δικτύου διανοµής 
Σύνταξη και επίλυση άσκησης: Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης (2004) 

 
Έστω το στοιχειώδες δίκτυο του σχήµατος, που αποτελείται από µια δεξαµενή που τροφοδοτεί δύο 
κόµβους. Ζητείται η κατάστρωση των εξισώσεων του µαθηµατικού µοντέλου του δικτύου και η 
περιγραφή της διαδικασίας επίλυσης, µε τη µέθοδο γραµµικοποίησης των Η-εξισώσεων. 
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Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος 

Με βάση τις (αυθαίρετες) φορές που σηµειώνονται στο σχήµα, οι εξισώσεις συνέχειας των τριών 
κόµβων του δικτύου διατυπώνονται ως: 

Κόµβος 1: – Q12 – Q13 = – y1 (1) 

Κόµβος 2: Q12 – Q23 = c2 (2) 

Κόµβος 3: Q13 + Q23 = c3 (3) 

Το σύνολο της προσφοράς νερού οφείλει να είναι ίσο µε το σύνολο της ζήτησης, συνεπώς: 

 c2 + c3 = y1 (4) 

Αντικαθιστώντας την (4) στην (1), προκύπτει: 

 Q12 + Q13 = c2 + c3 (5) 

Αθροίζοντας τις (2) και (3) λαµβάνεται η εξίσωση συνέχειας του κόµβου 1. Κατά συνέπεια, από τις 
τρεις εξισώσεις συνέχειας, µόνο οι δύο είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Υπενθυµίζεται ότι σε ένα 
µοντέλο δικτύου αποτελούµενο από n κόµβους, n0 σηµεία γνωστού ενεργειακού υψοµέτρου 
(δεξαµενές), m κλάδους και r βρόχους, ισχύει η θεµελιώδης σχέση m = n + r – n0, και µπορούν να 
γραφούν n – n0 γραµµικά ανεξάρτητες εξισώσεις συνέχειας. 

Η τρίτη αναγκαία γραµµικά ανεξάρτητη εξίσωση προκύπτει µε θεώρηση της αρχής διατήρησης της 
ενέργειας κατά µήκος του βρόχου. Η εν λόγω σχέση γράφεται: 

 ∆h12 + ∆h23 + ∆h31 = 0 (6) 

ή, ισοδύναµα: 

 κ12 Q12
 λ + κ23 Q23

 λ – κ13 Q13
 λ = 0 (7) 

Η παραπάνω έκφραση προκύπτει µε βάση τη γενική σχέση γραµµικών ενεργειακών απωλειών: 

 ∆hij = κij Qij
 λ

 (8) 
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Η εξίσωση (8) είναι µη γραµµική ως προς την παροχή Qij. Υπενθυµίζεται ότι ο όρος κij είναι 
σταθερός, εφόσον χρησιµοποιείται η προσεγγιστική σχέση Hazen-Williams για τον υπολογισµό των 
ενεργειακών απωλειών, αλλά εξαρτώµενη από την παροχή, εφόσον χρησιµοποιείται η ακριβέστερη 
σχέση Darcy-Weisbach, µε εκτίµηση του συντελεστή τριβών κατά Colebrook-White. 

Οι (2), (3) και (7) ορίζουν ένα µη γραµµικό σύστηµα τριών ανεξάρτητων εξισώσεων, µε ισάριθµους 
αγνώστους (παροχές κλάδων). 

Επίλυση µε την µέθοδο γραµµικοποίησης των Η-εξισώσεων 

Η επίλυση του προβλήµατος γίνεται µε την επαναληπτική µέθοδο της γραµµικοποίησης των Η-
εξισώσεων. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, θεωρούνται αυθαίρετες αρχικές τιµές ενεργειακών 
υψοµέτρων στους κόµβους, και διορθώνονται, σε κάθε κύκλο, οι εξισώσεις συνέχειας. 

Έστω οι αρχικές τιµές των ενεργειακών υψοµέτρων h2
(0) και h3

(0), στους κόµβους 2 και 3, αντίστοιχα, 
τέτοιες ώστε να ισχύουν οι φορές των παροχών που φαίνονται στο σχήµα. Το ενεργειακό υψόµετρο 
του κόµβου 1 είναι γνωστό, καθώς ταυτίζεται µε τη στάθµη της δεξαµενής (η εν λόγω στάθµη είναι η 
ελάχιστη, εφόσον σκοπός της επίλυσης είναι ο έλεγχος των ελάχιστων πιέσεων). Το εν λόγω 
υψόµετρο συµβολίζεται µε h1

*. 

Επιλύοντας τη γενική σχέση ενεργειακών απωλειών (8) ως προς την παροχή κάθε κλάδου (i, j) 
προκύπτει η ακόλουθη έκφραση: 

 ∆hij = κij Qij
 λ = κij |Qij

 λ – 1| Qij ⇒ Qij = 
1

κij |Qij
 λ – 1| ∆hij ⇒ Qij = rij ∆hij (9) 

όπου: 

 rij = 
1

κij |Qij
 λ – 1| (9) 

Η ποσότητα rij καλείται γραµµικοποιηµένη αντίσταση, και είναι πάντα θετική. Θεωρώντας γνωστό το 
ενεργειακό υψόµετρο hi

(0) κάθε κόµβου i, υπολογίζεται η πτώση πίεσης ∆hij
(0) µεταξύ κάθε ζεύγους 

διαδοχικών κόµβων, ακολούθως επιλύεται το 2ο θεµελιώδες πρόβληµα της υδραυλικής και 
εκτιµώνται οι αρχικές παροχές Qij

(0) των κλάδων. Οι εν λόγω παροχές εισάγονται στη σχέση (9), οπότε 
προκύπτουν οι αρχικές εκτιµήσεις των γραµµικοποιηµένων αντιστάσεων, rij

(0). Επισηµαίνεται ότι κατά 
τη διάρκεια ενός επαναληπτικού βήµατος, οι τιµές των rij θεωρούνται γνωστές, παρόλο που, στην 
πραγµατικότητα, είναι, όπως και οι παροχές, συνάρτηση των ενεργειακών υψοµέτρων. 

Με βάση τις παραπάνω υποθέσεις, η εξίσωση συνέχειας του κόµβου 1 αναδιατυπώνονται ως εξής 
(παραλείπεται ο δείκτης του επαναληπτικού βήµατος): 

 

– r12 ∆h12 – r13 ∆h13 = – y1 ⇒

– r12 (h1 – h2) – r13 (h1 – h3) = – y1 ⇒

– (r12 + r13) h1 + r12 h2 + r13 h3 = – y1

 (10) 

Οµοίως, οι εξισώσεις συνέχειας των κόµβων 2 και 3 διατυπώνονται, αντίστοιχα, ως: 

Κόµβος 2: 

 

r12 ∆h12 – r23 ∆h23 = c2 ⇒

r12 (h1 – h2) – r23 (h2 – h3) = c2 ⇒

r12 h1 – (r12 + r23) h2 + r23 h3 = c2

 (11) 
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Κόµβος 3: 

 

r13 ∆h13 + r23 ∆h23 = c3 ⇒

r13 (h1 – h3) + r23 (h2 – h3) = c3 ⇒

r13 h1 + r23 h2 – (r13 + r23) h3  = c3

 (12) 

Προκύπτει λοιπόν ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής: 

 

b11 h1 + b12 h2 + b13 h3 = – y1

b21 h1 + b22 h2 + b23 h3 = c2

b31 h1 + b32 h2 + b33 h3 = c3

 (13) 

που, ισοδύναµα, γράφεται ως: 
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⎦
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 (14) 

όπου οι διαγώνιοι όροι bii είναι πάντα αρνητικοί, και περιέχουν αθροίσµατα γραµµικοποιηµένων 
αντιστάσεων, ενώ οι µη διαγώνιοι όροι bij ταυτίζονται µε τις γραµµικοποιηµένες αντιστάσεις rij των 
αντίστοιχων κλάδων (i, j), ήτοι: 

 bij = 
⎩
⎨
⎧–∑

j ≠ i

n
 aij rij αν i = j (διαγώνια στοιχεία)

aij rij αν i ≠ j (µη διαγώνια στοιχεία)
 (15) 

όπου αij = 1, εφόσον υπάρχει σύνδεση (κλάδος) µεταξύ των κόµβων i και j, και αij = 0 διαφορετικά. 

Εφόσον οι αρχική υπόθεση για τα ενεργειακά υψόµετρα ήταν ορθή, τότε η επίλυση των εξισώσεων 
συνέχειας θα έπρεπε να δίνει τις πραγµατικές παροχές εξόδου, c2 και c3. Επειδή κάτι τέτοιο δεν 
συµβαίνει, οι εκτιµώµενες παροχές εξόδου διαφέρουν από τις πραγµατικές, µε συνέπεια να προκύπτει 
σφάλµα τόσο όσον αφορά τις παροχές κάθε επιµέρους κόµβου, όσο και τη συνολική παροχή του 
δικτύου. Συγκεκριµένα: 
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 (16) 

ή σε µορφή µητρώων: 

 B(0) h(0) = c(0) – y(0)
 (17) 

Η παραπάνω διαδικασία γίνεται αποκλειστικά για την εκτίµηση του σφάλµατος των παροχών εξόδου 
στους κόµβους, ∆ci

(0) =  |ci
(0) – ci|, καθώς και της αθροιστικής παροχής του δικτύου, q, ήτοι: 

 εq
(0) = |∑

j = i

n
 ci

(0) – q| (18) 

Η διόρθωση των αρχικών τιµών των ενεργειακών υψοµέτρων, hi
(0), επιτυγχάνεται µε επίλυση του 

συστήµατος (14). Όπως ωστόσο έχει προαναφερθεί, οι εξισώσεις συνέχειας των κόµβων δεν είναι 
όλες γραµµικά ανεξάρτητες. Θεωρούµε δύο από αυτές, εξαιρώντας την εξίσωση συνέχειας του 
κόµβου της δεξαµενής, η τιµή του ενεργειακού υψοµέτρου της οποίας είναι γνωστή και ίση µε h1

*. 
Απαλείφοντας την πρώτη εξίσωση και διαχωρίζοντας τους γνωστούς από τους αγνώστους (όπου ως 
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άγνωστοι θεωρούνται πλέον τα ενεργειακά υψόµετρα των κόµβων 2 και 3), προκύπτει το ακόλουθο 
σύστηµα: 
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 (19) 

ή σε µορφή µητρώων: 

 B΄ h΄ = c – B* h*
 (20) 

Από την επίλυση του συστήµατος, η οποία γίνεται, ως επί το πλείστον, µε αριθµητικές µεθόδους, 
προκύπτει η νέα εκτίµηση των ενεργειακών υψοµέτρων, ήτοι: 
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Τα νέα ενεργειακά υψόµετρα διαφέρουν από τα αρχικά, οπότε προκύπτει ένας επιπλέον τύπος 
σφάλµατος σύγκλισης, το οποίο µειώνεται σε κάθε επανάληψη. 

Με την επίλυση του συστήµατος και τον υπολογισµό των τριών τύπων σφαλµάτων, ολοκληρώνεται ο 
πρώτος κύκλος (µηδενική επανάληψη). Στον επόµενο κύκλο, επαναλαµβάνεται η παραπάνω 
διαδικασία, µε τη διαφορά ότι η νέα εκτίµηση των παροχών των κλάδων Qij

(1) προκύπτει ως 
γραµµικός συνδυασµός των ενδιάµεσων τιµών Qij

* που υπολογίζονται µε βάση τα νέα ενεργειακά 
υψόµετρα hi

(1) και των τιµών του αµέσως προηγούµενου κύκλου, Qij
(0). Συγκεκριµένα: 

 Qij
(1) = φ Qij

* + (1 – φ) Qij
(0)

 (22) 

όπου φ = 0.60 (τυπική τιµή, που εξασφαλίζει ταχεία και ευσταθή σύγκλιση). 

Έστω ότι στην αρχή του επαναληπτικού κύκλου k είναι διαθέσιµη µια εκτίµηση των ενεργειακών 
υψόµετρων, hi

(k). Η υπολογιστική διαδικασία συνοψίζεται ως εξής: 

Βήµα 1: Υπολογισµός γραµµικών ενεργειακών απωλειών, ∆hij
(k), κατά µήκος των κλάδων, και 

εκτίµηση ενδιάµεσων και τελικών παροχών, Qij
(k). 

Βήµα 2: Υπολογισµός γραµµικοποιηµένων αντιστάσεων, rij
(k), και διαµόρφωση µητρώου Β(k). 

Βήµα 3: Εκτίµηση σφαλµάτων παροχής εξόδου στους κόµβους εc
(k) = max {∆ci

(k)} και συνολικής 
παροχής δικτύου εq

(k), µε πολλαπλασιασµό των µητρώων B(k) και h(k). 

Βήµα 4: Αντιστροφή µητρώου B΄(k), και επίλυση του συστήµατος (20) για την εκτίµηση των νέων 
ενεργειακών υψοµέτρων, h(k + 1). 

Βήµα 5: Εκτίµηση σφάλµατος ενεργειακών υψοµέτρων, εh
(k) = max {|hi

(k – 1) – hi
(k)|}. 

Βήµα 6: Αν δεν ικανοποιούνται και τα τρία κριτήρια σύγκλισης, ήτοι εc
(k) < 0.01 L/s, εq

(k) < 0.01 L/s 
και εh

(k) < 0.01 m, η διαδικασία επαναλαµβάνεται, µε αύξηση του µετρητή k και µετάβαση στο βήµα 1. 

Αριθµητικό παράδειγµα 

Έστω h1
* = 50 m, c2 = 5 L/s, c3 = 10 L/s, L12 = L13 = 100 m, L23 = 150 m, D12 = D23 = 81.4 mm, D13 = 

99.4 mm, ks = 1.0 mm (κοινό για όλους τους κλάδους). 

Υποθέτουµε αρχικά ενεργειακά υψόµετρα h2
(0) = 49.000 m, και h3

(0) = 48.000 m. Οι αντίστοιχες 
γραµµικές απώλειες στους κλάδους είναι: 

∆h12
(0) = 1.000 m, ∆h23

(0) = 1.000 m, ∆h23
(0) = 2.000 m 
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Από τη σχέση Darcy-Weisbach, και µε εκτίµηση του συντελεστή γραµµικών απωλειών κατά 
Colebrook-White, προκύπτει µια αρχική εκτίµηση των παροχών στους κλάδους ίση µε: 

Q12
(0) = 3.213 L/s, Q23

(0) = 2.615 L/s, Q23
(0) = 7.790 L/s 

Οι αντίστοιχες γραµµικοποιηµένες αντιστάσεις είναι: 

r12
(0) = 3.213 L/s/m, r23

(0) = 2.615 L/s/m, r23
(0) = 3.895 L/s/m 

Με βάση τις τιµές των rij
(0), υπολογίζονται τα στοιχεία του µητρώου Β(0). Η µητρωική διατύπωση των 

εξισώσεων συνέχειας των κόµβων, ήτοι η σχέση (16), γράφεται: 

⎣
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3.213 -5.828 2.615
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 = 
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⎦
⎥
⎤-11.003
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10.406
 ≠ 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-15.000

5.000

10.000
 

Από την επίλυση των εξισώσεων συνέχειας προκύπτει ότι η παροχή εξόδου στον κόµβο 2 είναι 0.598 
L/s, έναντι του ορθού 5.000 L/s, ενώ η παροχή εξόδου στον κόµβο 3 είναι 10.406 L/s, έναντι του 
ορθού 10.000 L/s. Η συνολική κατανάλωση του δικτύου είναι 11.003 L/s, έναντι του ορθού 15.000 
L/s. Συνεπώς, τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι εc

(0) = 4.402 L/s (απόλυτο µέγιστο σφάλµα παροχής 
εξόδου κόµβων) και εq

(0) = 3.397 L/s (απόλυτο σφάλµα συνολικής παροχής δικτύου). 

Θεωρώντας άγνωστα τα ενεργειακά υψόµετρα στους κόµβους 2 και 3, οι εξισώσεις συνέχειας 
αναδιατυπώνονται ως (σχέση 19): 

⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-5.828 2.615

2.615 -6.510
  
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
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 = 
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⎦
⎥
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10.000
 – 
⎣
⎢
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⎦
⎥
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3.895
 50.000 

Από την επίλυση του παραπάνω συστήµατος, προκύπτουν οι νέες εκτιµήσεις των ενεργειακών 
υψοµέτρων, h2

(1) = 48.113 m και h3
(1) = 47.706 m, αντί των h2

(0) = 49.000 m και h3
(0) = 48.000 m που 

είχαν υποτεθεί αρχικά. Συνεπώς, το σφάλµα σύγκλισης είναι εh
(0) = 0.887 m. 

Στον επόµενο επαναληπτικό κύκλο, οι νέες τιµές των γραµµικών απωλειών στους κλάδους είναι: 

∆h12
(1) = 1.887 m, ∆h23

(1) = 0.407 m, ∆h23
(1) = 2.294 m 

Από τη σχέση Darcy-Weisbach, και µε εκτίµηση του συντελεστή γραµµικών απωλειών κατά 
Colebrook-White, προκύπτει µια ενδιάµεση εκτίµηση των παροχών στους κλάδους ίση µε: 

Q12
* = 4.431 L/s, Q23

* = 1.653 L/s, Q23
* = 8.348 L/s 

Οι παραπάνω τιµές δεν χρησιµοποιούνται απευθείας για την εκτίµηση των γραµµικοποιηµένων 
αντιστάσεων. Αντίθετα, χρησιµοποιείται ένα σταθµισµένο άθροισµα των ενδιάµεσων και των 
προηγούµενων τιµών παροχής, σύµφωνα µε τη σχέση (22). Κατά συνέπεια, οι τελικές εκτιµήσεις των 
παροχών για τον συγκεκριµένο κύκλο είναι: 

Q12
(1) = 3.943 L/s, Q23

(1) = 2.038 L/s, Q23
(1) = 8.125 L/s 

Οι αντίστοιχες γραµµικοποιηµένες αντιστάσεις είναι: 

r12
(1) = 2.089 L/s/m, r23

(1) = 5.009 L/s/m, r23
(1) = 3.542 L/s/m 

Με βάση τις τιµές των rij
(1), υπολογίζονται τα στοιχεία του µητρώου Β(1). Η µητρωική διατύπωση των 

εξισώσεων συνέχειας των κόµβων, ήτοι η σχέση (16), γράφεται: 

⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-5.631 2.089 3.542

2.089 -7.099 5.009

3.542 5.009 -8.551
  
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤50.000

48.113

47.706
 = 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-12.069

1.906

10.163
 ≠ 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-15.000

5.000

10.000
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Από την επίλυση προκύπτει ότι η παροχή εξόδου στον κόµβο 2 είναι 1.906 L/s, έναντι του ορθού 
5.000 L/s, ενώ η παροχή εξόδου στον κόµβο 3 είναι 10.163 L/s, έναντι του ορθού 10.000 L/s. Η 
συνολική κατανάλωση του δικτύου είναι 12.069 L/s, έναντι του ορθού 15.000 L/s. Συνεπώς, τα 
αντίστοιχα σφάλµατα είναι εc

(1) = 3.094 L/s και εq
(1) = 2.931 L/s. Παρατηρείται ότι και οι δύο όροι 

σφάλµατος είναι µικρότεροι από τους αντίστοιχους του προηγούµενου επαναληπτικού βήµατος. 

Θεωρώντας άγνωστα τα ενεργειακά υψόµετρα στους κόµβους 2 και 3, οι εξισώσεις συνέχειας 
αναδιατυπώνονται ως (σχέση 19): 

⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤-7.099 5.009

5.009 -8.551
  
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤h2

h3
 = 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤5.000

10.000
 – 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤2.089

3.542
 50.000 

Από την επίλυση του παραπάνω συστήµατος, προκύπτουν οι νέες εκτιµήσεις των ενεργειακών 
υψοµέτρων, h2

(2) = 47.393 m και h3
(0) = 47.303 m, αντί των h2

(1) = 48.113 m και h3
(1) = 47.706 m, που 

είναι οι εκτιµήσεις του προηγούµενου βήµατος. Συνεπώς, το τρέχον σφάλµα σύγκλισης είναι εh
(1) = 

0.720 m, τιµή επίσης µικρότερη από την αντίστοιχη του προηγούµςενου βήµατος. 

Έπειτα από 11 επαναλήψεις, όλα τα σφάλµατα έχουν γίνει µικρότερα από τις µέγιστες επιτρεπόµενες 
τµές, ήτοι 0.01 L/s για τις παροχές και 0.01 m για τα ενεργειακά υψόµετρα, και η διαδικασία επίλυσης 
θεωρείται ότι έχει συγκλίνει. Οι τελικές εκτιµήσεις των ενεργειακών υψοµέτρων είναι h2

(11) = 47.088 
m και h3

(11) = 47.044 m, ενώ οι παροχές των κλάδων είναι: 

Q12
(11) = 5.515 L/s, Q23

(11) = 0.515 L/s, Q23
(11) = 9.485 L/s 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται η πορεία σύγκλισης, όσον αφορά τις τιµές των ενεργειακών 
υψοµέτρων στους δύο κόµβους (δεξιά) και τους τρεις τύπους σφαλµάτων (αριστερά). Παρατηρείται 
ότι στις τρεις πρώτες δοκιµές η µείωση των σφαλµάτων είναι ραγδαία, ενώ οι τιµές των υψοµέτρων 
σταθεροποιούνται, ουσιαστικά, µετά την έβδοµη δοκιµή. 
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